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Введение
Существует широкий класс систем, у кото-
рых одна часть элементов функционирует не-
прерывно во времени, а другая часть элемен-
тов функционирует дискретно во времени. Ма-
тематические модели таких систем представ-
ляют собой совокупность дифференциальных 
и разностных уравнений или дифференциаль-
ных уравнений, включающих специальные 
функции, учитывающие дискретность. Такие 
системы называются непрерывно-дискретны-
ми или гибридными [1, 2]. Они получили ши-
рокое распространение в различных отраслях 
промышленности, на транспорте, в энергетике 
и других отраслях, где имеются электротехни-
ческие системы, работа которых основана на 
использовании как непрерывной, так и дискрет-
ной обработки сигналов. В частности, к этому 
классу систем относятся преобразователи по-
стоянного тока в постоянный или в перемен-
ный ток, имеющие значительное многообра-
зие схемно-технических решений. 
Рассмотрим обобщенную структурную схе-
му гибридной следящей системы управления 
(рис. 1). Особенностью данной системы явля-
ется то, что сигнал на выходе регулятора пред-
ставляет собой последовательность импульсов 
переменной скважности или периода повторе-
ния, воздействующих на объект управления, 
на выходе которого имеет место непрерывный 
сигнал.
Общая постановка задачи. В общем слу-
чае задача управления сводится к формирова-
нию такого сигнала на выходе регулятора, ко-
торый минимизирует заданный функционал 
качества (целевую функцию), дающий количе-
ственную оценку основным требованиям, 
предъявляемым к системе.
Для большинства практических задач та-
кой функционал представляет собой сумму 
терминальной и интегральной составляющих, 
характеризующих цель управления и текущие 
потери (задача Больца) [1–5]. При решении 
практических инженерных задач синтеза оп-
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тимального управления широкое распростра-
нение имеет линейный квадратичный функци-
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В выражении (1) ( ) ( ) ( )Te t Y t Y t= −  – век-
тор ошибки управления, ( )TY t  и ( )Y t  векторы 
требуемого и текущего состояния объекта 
управления, U(t) – вектор управления, t0 и tk 
начальный и конечный моменты времени 
управления. В частном случае при ( ) 0TY t = , 
( ) ( )e t Y t= . D, Q(t) – заданные положительно 
определенные, как правило, диагональные ма-
трицы. K(t) – заданная диагональная матрица 
положительных коэффициентов. Временной 
интервал оптимизации [t0, tk] может быть раз-
личным в зависимости от конкретной поста-
новки задачи.
Метод поиска оптимального управления 
U(t) выбирается в соответствии с постановкой 
задачи и видом математической модели, опи-
сывающей состояние системы (объекта управ-
ления). Рассмотрим линейную детерминиро-
ванную модель системы управления, которая 
характерна для описания большинства элек-
тротехнических систем [1, 3] 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y t A t Y t B t U t= +
 , 0 0( )Y t Y= .  (2)
( )A t  и ( )B t  – заданные матрицы коэффициен-
тов, имеющие размерности соответственно n n×  
и r n×  при r n≤ .
Для линейной модели системы управления 
(2) и функционала качества (1) задача опреде-
ления оптимального управления U(t) имеет 
конкретное аналитическое решение (задача 
аналитического конструирования оптимально-
го регулятора) [1, 2]. В этом случае выражение 
для определения U(t) имеет вид:
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
TU t K t B t t Y t= − Λ .  (3)
( )tΛ  – матрица коэффициентов, вычисляемая 
путем решения уравнения 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
T
T
t t A t A t t
t B t K t B t t Q t




Выражение (4) представляет собой нели-
нейное уравнение типа Риккати, для которого 
заданы конечные условия ( )kt DΛ = . Решение 
уравнения (4) можно получить численно, ин-
тегрируя его в «обратном времени» [3, 6].
Управление гибридной электротехниче-
ской системой. В качестве примера гибрид-
ной системы рассмотрим импульсный преоб-
разователь постоянного тока (понижающий) 
[7–11], который находит широкое применение 
в различных электротехнических системах 
в качестве источника бесперебойного питания, 
или в качестве зарядного устройства для элек-
тромобилей, содержащих в своем составе сол-
нечные фотоэлектрические станции (рис. 2).
В схеме, представленной на рис. 2, управ-
ление напряжением Uс осуществляется путем 
периодического подключения электрической 
схемы к источнику постоянного тока Us с по-
Рис. 1. Структурная схема гибридной системы управления
Рис. 2. Импульсный преобразователь постоянного тока
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мощью ключа Кл. Математическая модель им-
пульсного преобразователя представляет со-
бой систему дифференциальных уравнений 
второго порядка вида (2), в которой вектор со-
стояния и матрицы A(t), B(t) имеют вид (ин-


























В соответствии с приведенными на рисун-
ке обозначениями заданы коэффициенты: 
11 /La R L= , 12 21 0a a= = , 22 01 / ( )ca C R R= − + , 
1 /b L= .
Обозначив iL =	y1, Uc =	y2, перепишем си-
стему уравнений (2) в скалярной форме в виде
 1 11 1 12 2y a y a y bu= + + , 1 0 10( )y t y= ,  (5)
 2 21 1 22 2y a y a y= + , 2 0 20( )y t y= .  (6)
Управление ( )u u t=  представим в виде по-
следовательности импульсов [15, 16]
 0
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( , )i Y tµ  – функции, зависящие от времени и век-
тора фазовых координат системы Y(t), ti – мо-
мент времени появления i-го управляющего им-
пульса.
Минимизируемый квадратичный функцио-
нал в соответствии с (1) для данной постанов-
ки задачи имеет вид 
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2 2 1 2




J Dy t Qy t K t u t dt− = + + ∫ .  (8)
Для получения допустимых уровней вели-
чин y1(t), y2(t), u(t) должен быть произведен 
подбор соответствующих коэффициентов D, 
Q, K, которые удобно выбирать исходя из воз-
можных максимальных значений, входящих 
в минимизируемый функционал качества пе-


























При этом производится нормировка входящих 
в (8) величин, имеющих различный физиче-
ский смысл.
Для системы управления (5)–(6) и функци-
онала качества (8) в соответствии с формулой 
(3) и с учетом того, что 21 12Λ = Λ  оптималь-
ное управление вычисляется по формуле
 11 1 12 1[ ] ( )u Kb y y u t= − Λ + Λ = .  (9)
Входящие в (9) коэффициенты Λ11 и Λ12	 
в соответствии с (4) вычисляются путем реше-
ния системы уравнений
2 2
11 11 11 21 12 112 2a a KbΛ = − Λ − Λ + Λ ,
 11( ) 0ktΛ = ,  
(10)
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12 ( ) 0ktΛ = , 
2 2
22 12 12 22 22 122 2a a Kb QΛ = − Λ − Λ + Λ − ,
 22 ( )kt DΛ = .  (12)
Для вычисления входящих в закон управ-
ления (9) коэффициентов Λ11 и Λ12	уравнения 
(10)–(12) решаются в «обратном времени». При 
этом функционал качества (8) минимизируется 
на скользящем интервале [t0 +	Tопт ...	tk +	Tопт] 
[2]. Величину интервала оптимизации Tопт вы-
берем равной времени переходного процесса 
в системе, определяемым максимальной по-
стоянной времени Tmax элементов системы 
[1, 3].
Определив u(t) на интервале оптимизации 
[t0 tk], проинтегрируем выражение (9) по вре-
мени, считая, что на этом интервале имеется 
один прямоугольный управляющий импульс.
 0 0




u t dt Y t t t dt= µ δ −∫ ∫ .  (13)
В соответствии с определением интеграла 
свертки [1, 2] из выражения (13) получаем
 0
( ) ( , )
kt
i i u u
t
u t dt Y t A t= µ =∫ ,  (14)
где Аи – амплитуда управляющего импульса на 
i-м интервале оптимизации, tи – длительность 
управляющего импульса на i-м интервале. При 
заданной в соответствии с рис. 2 постоянной 
амплитуде Аи =	Us длительность управляюще-
го импульса вычисляется по формуле:
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t u t dt
A
= ∫ .  (15)
Таким образом, управление гибридной си-
стемой (преобразователем постоянного тока) 
в данном случае осуществляется последова-
тельностью прямоугольных импульсов с по-
стоянной амплитудой и периодом следования, 
но с переменной длительностью, зависящей от 
величины прогнозируемого на интервале оп-
тимизации сигнала управления. На рис. 3 
представлена качественная иллюстрация изме-
нения прогнозируемого сигнала управления, 
последовательности управляющих импульсов 
и выходного сигнала объекта управления (пре-
образователя).
На рис. 3 изображены следующие процес-
сы, происходящие в гибридной электротехни-
ческой системе: Us(t), – последовательность 
управляющих импульсов, u(t) – прогнозируе-
мый сигнал оптимального управления, U0(t) – 
выходной сигнал гибридной системы, Аи – ам-
плитуда управляющих импульсов.
Из рис. 3 видно, что при изменении вели-
чины прогнозируемого на интервале оптими-
зации сигнала управления, изменяется дли-
тельность управляющих импульсов при посто-
янном периоде следования.
Заключение
Решается задача управления гибридной си-
стемой, к классу которых относятся системы, 
содержащие в своем составе как непрерывные, 
так и дискретные элементы. Предлагается ре-
шать задачу оптимального управления гибрид-
ной системой на основе формирования такого 
управляющего сигнала управления на выходе 
контроллера (регулятора), который минимизи-
рует заданный интегральный функционал ка-
чества, в качестве которого рассматривается 
линейный квадратичный функционал Летова-
Калмана. В качестве примера решения задачи 
управления гибридной системой в данном слу-
чае рассматривается линейная детерминиро-
ванная модель системы управления, характер-
ная для большинства гибридных электротех-
нических систем. Для такой постановки задача 
поиска оптимального управления представля-
ет собой задачу аналитического конструирова-
ния оптимального регулятора, которая имеет 
конкретное решение. 
Управление гибридной системой (преобра-
зователем постоянного тока) осуществляется 
в данном случае последовательностью прямо-
угольных импульсов с постоянными амплиту-
дой и периодом следования, но с переменной 
длительностью, зависящей от величины про-
гнозируемого на интервале оптимизации сиг-
нала управления. Представлена качественная 
иллюстрация изменения прогнозируемого сиг-
нала управления, последовательности управ-
ляющих импульсов и выходного сигнала объ-
екта управления (преобразователя). Данный 
подход может найти применение для решения 
широкого круга прикладных задач.
Рис. 3. Процесс управления системой
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